
基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期态相轨迹的频率测量方法
刘海波，吴德伟，卢 虎，王永庆，蒋文婷

（空军工程大学信息与导航学院，陕西西安 ７１００７７）

摘 要： 对Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期态相轨迹特性进行了研究，提出了一种利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期相轨迹运动实现
频率测量的方法．仿真结果表明，该方法的检测信噪比下限要高于现有的基于强参考模式的检测方法，但该方法不存
在检测盲区问题，在单振子频率覆盖方面也有了大幅提高，极大降低了检测系统的设计难度，而且单振子即可实现对

ｃｈｉｒｐ信号的检测，拓展了Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测技术的应用．
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１ 引言

Ｄｕｆｆｉｎｇ振子具有对周期信号敏感，而对噪声具有较强
免疫力的特性，被研究用于强噪声背景下弱周期信号的检

测及其各项参数的测量［１－４］．文献［５，６］从理论上证明了
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子在大周期状态下具有周期解，且解唯一，为利
用Ｄｕｆｆｉｎｇ振子测量未知信号频率奠定了理论基础．文献
［７］利用Ｄｕｆｆｉｎｇ振子强参考信号检测模式实现弱 ｃｈｉｒｐ信
号频率等参数的估计，该方法是通过观察Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的一
次相变来判断待测信号频率，并通过构造Ｄｕｆｆｉｎｇ振子滤波
器组才能实现一定频率范围的覆盖，计算量大，且结构极

为复杂；文献［８］通过在Ｄｕｆｆｉｎｇ振子策动力中加入谐振扰
动，利用阵发混沌现象测定未知信号频率，该方法同样是

一种强参考信号检测模式，单个振子频率覆盖范围有所改

善，但由于阵发混沌现象的产生受到相变过渡带的影

响［９］，该方法只能在信噪比较高的情况下使用，检测精度

较低．当谐振频率与待测信号频率相同时，还需要多次测
量以消除检测盲区，给应用带来不便．

本文利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期态相轨迹特点，提出
了一种弱信号频率测量方法．与基于强参考模式的检测
方法相比，虽然检测信噪比下限有所提高，但该方法结

构简单，不需要构造 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子滤波器组便可实现较
大频率范围的覆盖，也不存在检测盲区问题，该方法单

振子即能够对 ｃｈｉｒｐ信号频率变化率、初始频率等参数
进行估计，为 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测技术的应用提供了一种
新思路．

２ Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测模型及其相轨迹运动特点

Ｈｏｌｍｅｓ型Ｄｕｆｆｉｎｇ振子强参考检测模式的状态方程
为［１０，１１］：
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式中，ｋ为阻尼比，ω０为系统参考角频率，－ｘ３＋ｘ５为
非线性恢复力；γｃｏｓω０ｔ为参考信号，γ为其幅度；ε为
输入信号加权因子，用于调整输入信号幅度；Ｆ（ｔ）＝
Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）＋ｎ（ｔ）为输入信号，Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）为待检
信号，Ａ、ω和φ分别为其幅度、角频率和初相；ｎ（ｔ）为
信号噪声．不考虑输入信号的影响，随着γ由０开始增
大，Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相轨迹将依次出现同宿态、周期分岔、
混沌态和大尺度周期态．强参考信号检测模式检测原
理是调整参考信号幅度使得系统处于混沌状态向大周

期态转变的临界状态，当待测信号中含有同频或相近

频率的周期信号，且与参考信号相位一致时，系统将发

生相变，从而实现检测．
强参考检测模式中单振子存在检测盲区［１２］，频率

覆盖极窄［１３］，且不同振子需要单独设置检测阈值，这导

致检测系统的设计极为复杂；而利用阵发混沌进行检

测时，由于过渡带的影响，导致检测精度较低［９］．本文
所提检测方法将系统策动力中的参考信号项去除，直

接利用待测信号作为系统策动力，利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大
周期态相轨迹特性实现频率检测，较好地避免了上述

问题．新的检测方程为：
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由于Ｄｕｆｆｉｎｇ方程为非线性方程，它不存在精确的
解析解，故数值计算是对其进行研究的一种主要方

法［１４，１５］．下面利用数值计算对式（２）Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相轨迹
特点进行考察．

仿真条件１ 设 ｋ＝０．５［１６］，ω＝ω０＝２π×１ｅ３ｒａｄ／ｓ，
系统初始状态（ｘ０，ｙ０）＝（０，０），积分步长 ｈ＝１．１ｅ－５ｓ，

ε＝１，ｎ（ｔ）为－５０ｄＢＷ高斯白噪声，并利用定步长四阶
龙哥库塔方法进行计算．
分别调整待测信号幅度 Ａ＝０７３２０和 Ａ＝０７３２５，

得到系统处于混沌态和大周期态的相轨迹图及其对应

的正余弦波形输出如图１（ａ）（ｂ）（ｃ）（ｄ）所示．其中，
为相轨迹点（ｘ，ｙ）对应的相空间角，且

ｓｉｎ＝
ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２

，ｃｏｓ＝
ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

（３）

可以看出，图１（ａ）（ｂ）所示的 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子混沌态相轨
迹具有遍历性和长期不可预测性，其在分布域内对应

的相空间角也不具有规律性，而图１（ｃ）（ｄ）所示的大周
期态相轨迹规律性明显，且相轨迹在其分布域内的运

动周期与策动力周期相同．

调整 Ａ＝２３３０５，其他条件如仿真条件１，得到在策
动力过大情况下系统相轨迹对应的正余弦波形如图１
（ｅ）所示．可以看出，相轨迹周期与策动力周期仍然保
持相同，但正余弦曲线变得复杂，不利于描述与策动力

相位的对应关系．

调整 Ａ＝０７３２５，将噪声功率提高到 －５ｄＢＷ，调整

ε＝１２，其他条件如仿真条件 １，相轨迹对应的正余弦
波形如图１（ｆ）所示．可以看出，由于噪声较强，已无法
辨别出策动力波形，但 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相轨迹具有一定的
抑制噪声的能力，正余弦输出波形受噪声影响较小．
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通过大量数值仿真，总结得到式（２）大周期态相轨
迹及其正余弦曲线主要具有如下几个特点：

（１）策动力幅值在大于临界值的较大范围内浮动
时，大周期相态不会改变，且呈中心对称的环状域变化

幅度很小．
（２）不考虑噪声影响，系统在稳定大周期运动状态

下具有２π／ω周期解，且解唯一［５，６］．
（３）大周期状态下，策动力幅度的变化会引起相空

间相位与策动力相位之间的对应关系有小幅度的变

动，但不会影响两者周期相同的关系．当策动力幅度不
变时，相轨迹点与策动力采样点一一对应的关系稳定．

（４）当策动力角频率ω偏离参考角频率ω０时，系
统随着策动力幅值的增大仍然依次经历同宿态、周期

分岔、混沌态和大尺度周期态，只是发生或保持相轨迹

运动状态所需的策动力幅值大小与ω／ω０有关．以

ω／ω０＝１为基准，随着ω／ω０减小，系统所需策动力幅
值降低；而ω／ω０增大，系统所需策动力幅值升高．

（５）Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相轨迹运动状态对噪声体现了一定
的免疫能力．在强噪声影响下，大周期环状域变得粗
糙，但并不改变其运动状态，且从统计上来看，仍与策

动力保持同周期的对应关系．
从以上Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期相轨迹特点可以看出，

其正余弦曲线频率能够准确反映参考频率附近一定范

围内的周期待测信号频率信息，而 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子对噪声
具有一定免疫力的特性使得即使噪声较强情况下，相

轨迹的正余弦曲线仍能较好体现待测信号频率．因此，
调整输入信号幅度和 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子参数，使相轨迹保持
在大周期运动状态，通过考察其相轨迹频率信息即可

实现待测周期信号频率的测量．下面给出一种利用
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期态相轨迹实现频率测量的方法．

３ 利用Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期相轨迹测量弱信
号频率

待测信号表达式重写如下：

Ｆ（ｔ）＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）＋ｎ（ｔ） （４）
其中，ω＝２πｆ，ｆ为待测信号频率．利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大
周期相轨迹实现弱信号频率测量的方法原理如图２所
示，其具体步骤为：

Ｓｔｅｐ１ 将 Ｆ（ｔ）作为输入，放入Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测系
统，调整参考信号角频率ω０，使其处于待测信号频率附

近，然后调整ε，通过相态判别使相轨迹运动处于大周

期态，得到相轨迹点坐标（ｘｉ，ｙｉ），（ｉ＝１，２，…）．
Ｓｔｅｐ２ 根据相轨迹点坐标（ｘｉ，ｙｉ）计算对应的正弦

值：

ｓｉｎｉ＝
ｘｉ
ｘ２ｉ＋ｙ２槡 ｉ

（５）

Ｓｔｅｐ３ 测量相轨迹正弦值曲线频率．本文采用过
零检测法进行测量：

首先根据相轨迹正弦值曲线过零点位置 ｕｍ（ｍ＝
１，２，…，Ｍ）计算待测信号瞬时频率 ｆｍ：

ｆｍ＝
１

２（ｕｍ＋１－ｕｍ）ｈ
（６）

用 ｇ１（ｔ）＝ａｔ＋ｂ对数据ｕｍ、ｆｍ进行最小二乘曲线
拟合，得到：

ｆ′
＾
＝ａ

ｆ
＾
＝{ ｂ

约束条件是 ｍｉｎ
ａ，ｂ∑

Ｍ－１

ｋ＝１
｜ｇ（ｕｋ）－ｆｋ｜２ （７）

其中，ｆ
＾
即为待测信号初始频率估计值，ｆ′

＾
为待测信号

频率变化率估计值．
测量时，改变参考频率即可实现不同频段周期信

号的检测．在强噪声情况下，相轨迹的大周期运动会掺
杂少量暂态混沌，在曲线拟合过程中，可以通过剔除突

变点的方法去除暂态混沌的影响，而曲线拟合后的频

率测量结果可用于调整 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子参考频率，使系统
相变的阈值稳定在一定范围内，方便输入信号功率的

控制．

４ 仿真实验

实验１ 设 ｋ＝０．５，ω０＝２π×１ｅ４ｒａｄ／ｓ，（ｘ０，ｙ０）＝
（０，０），积分步长 ｈ＝１．１ｅ－６ｓ；设 Ａ 槡＝２，即待测信噪功
率为０ｄＢＷ；设 ｎ（ｔ）为高斯白噪声，增益系数ε＝０．６５，
检测时间长度设为１ｓ．调待测信号频率和 ｎ（ｔ）功率，得
到不同信噪比下利用所提方法的２０次独立测量统计结
果如图３所示．其中

期望偏差＝（测量值期望－真实值）／真实值
从图３可以看出，待测频率从 ｆＬ＝９ｋＨｚ调整到 ｆＨ

＝１１．７ｋＨｚ，检测系统测量误差都能够保持在相对较小
的水平，比文献［１３］中强参考模式检测方法的实验结果
具有更大的频率覆盖范围．实验数据发现，随输入信噪
比提高，这一覆盖范围有所增大．当待测信号频率小于
ｆＬ时，检测系统相轨迹与待测信号周期相同的特性急
剧变差，不再适合用于频率测量；当待测信号频率大于

ｆＨ时，相轨迹混沌运动急剧增多，也不再适合频率测
量．从图３还可以看出，测量值期望偏差随噪声增大而
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增大，这是由于噪声影响，使相轨迹在大周期运动状态

下掺有少量暂态混沌运动导致的．但在 ｆＨ附近，期望偏
差急剧减小，可能是由于噪声和待测信号在此处产生

了随机共振，策动力得以增强的结果．
实验２ 调整ε的值，其他条件如实验１，得到在信

噪比η＝０ｄＢ情况下，频率测量值的期望偏差及其均方
差随ε的变化如图４所示．可以看出，ε的减小，使得系
统可测频段左移，而且ε不同取值情况下，期望偏差最

小点仍位于 ｆＨ附近．因此，在保证相轨迹处于大周期运
动状态的前提下调整ε，使待测频率值落于 ｆＨ附近，有

利于减小因噪声引起的期望偏差．
实验３ 为考察检测时间 Ｔ对检测结果的影响，将

待测信号频率设定为１０ｋＨｚ，其他条件如实验１．改变系
统检测时间 Ｔ，测量值期望偏差和均方差变化如图５所
示．可见，随着检测时间减小，系统检测性能有所降低，
但幅度不大．在η＝０ｄＢ，Ｔ＝０００１ｓ处，频率测量值期望
偏差不超过７０Ｈｚ，均方差不超过１８０Ｈｚ．相比之下，此时
ＦＦＴ方法的频率分辨率仅为１ｋＨｚ．因此，所提方法具有
小数据量的特点．

实验４ 将待测信号 Ｆ（ｔ）设为 ｃｈｉｒｐ信号，Ｆ（ｔ）＝

槡２ｃｏｓ２π（０５ａｔ＋９０００）ｔ＋ｎ（ｔ），则 ｆ′＝ａ，即为信号的
频率变化率，初始频率为９ｋＨｚ；设ε＝０６５，其他条件设
置如实验１．调整 ａ的值和噪声功率，得到所提方法对
待测信号频率及其变化率估计值的２０次统计结果如图
６和图７所示．

从图６和图７可以看出，频率变化率 ｆ′在１００Ｈｚ／ｓ
至３０００Ｈｚ／ｓ内取值，系统能较为稳定地实现初始频率
及其变化率的测量．ｆ′取值过大，则测量时间内待测信
号瞬时频率超出可测范围，误差急剧增大；ｆ′取值过
小，噪声对其测量值的影响凸显，相对误差明显增加．

实验５ 其他条件如实验１不变，参考文献［１７］的
实验方法，将 ｎ（ｔ）通过一个滤波器产生色噪声 ｚ（ｔ），考
察色噪声背景对检测性能的影响．该滤波器设计为四
阶 ＩＩＲ低通滤波器，通带频率为０３，截止频率为０５（归
一化频率），其传递函数为：

Ｈ（Ｚ）＝ μＦ（１＋４Ｚ
－１＋６Ｚ－２＋４Ｚ－３＋Ｚ－４）

１－１．３６０９Ｚ－１＋１．０７７１Ｚ－２－０．３８５４Ｚ－３＋０．０５９５Ｚ－４

（８）
设定μＦ＝４２４３ｅ２，使滤波前后 ｎ（ｔ）和 ｚ（ｔ）功率

几乎相同．调待测信号频率，并通过调整 ｎ（ｔ）功率从而
实现 ｚ（ｔ）功率的调整．设ε＝０５，得到色噪声影响下所
提方法在不同信噪比下的２０次独立测量统计结果如图
８所示．

可以看出，在色噪声背景下，检测系统体现出与实

验１类似的仿真结果，比强参考模式检测方法同样具有
更宽的检测范围，在检测性能上也有一定变化．总结大
量实验数据发现，信噪比提高，检测的覆盖范围增大，

但不同分布的色噪声对检测系统影响不同．总体来说，
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期态对色噪声同样具有抑制能力，但
功率相同情况下，噪声谱越靠近信号频率，其对 Ｄｕｆｆｉｎｇ
振子相轨迹运动状态的影响越明显，使得检测的覆盖

范围和性能有所降低．
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５ 结论

本文研究了 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期态相轨迹特性，提
出了一种利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子大周期相轨迹运动实现频率
测量的方法，主要结论如下：

（１）与基于强参考模式的 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测阵列检
测方法相比，所提方法的检测信噪比下限有所提高，但

不需要通过增加检测振子消除检测盲区问题，在频率

覆盖方面有了大幅提高，因此实现难度极大降低．
（２）在频率检测范围靠近上限部分存在期望偏差

最小的区域，可以通过调整输入增益系数的方法将该

区域对准待测频率，以减小测量偏差．
（３）所提方法具有小数据量的特点，即较少的数据

量即可完成频率估计．单振子即可对 ｃｈｉｒｐ信号进行测
量，在检测能力方面有了拓展．

该方法的局限性在于，它需要在判定系统处于大

周期态的情况下才能实现频率测量．
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